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随机子空间思想

• Random subspace method（RSM）又叫attribute bagging 或者 feature bagging，是集成学习的一种。随机子
空间通过使用随机的部分特征而不是所有的特征来训练每个分类器，来降低每个分类器之间的相关性。

• It randomly selects a feature subset and grows each tree within the chosen subspace.

• 它类似bagging, bagging是随机使用部分训练数据，而Random subspace method是随机使用部分特征。因此，
在非正式的情况下，随机子空间会导致个别学习器不会过度关注在训练集中表现出高度预测性/描述性的特征，
但无法对训练集中以外的点进行预测。因此，对于特征数目远大于训练点数的问题，随机子空间是一个很有吸
引力的选择，例如核磁共振、基因组序列、CSI（信道状态信息）。

• 实际上，随机森林就是一个使用了RSM和bagging的decision tree。同样的，RSM也可以用在SVM等其他分
类器上。在训练出每个分类器之后进行预测，得到每个分类器对应的结果。根据多数投票或结合先验概率的方
法获得最终结果。
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随机投影 Random Projection

• “Also, as Cannings and Samworth (2017) pointed out, the random subspace method can be regarded as the 
random projection ensemble classification method when the projection space is restricted to be axis-aligned.”

• J-L 引理
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随机投影 Random Projection

J-L 引理：从N维到𝒪log(𝑁)维

高维背景空间中的两个低维子空间中的数据点，在经过高斯随机矩阵的压缩（降维）后，将在新的背景空间中形
成两个新的低维子空间。这两个新子空间的距离（或理解为夹角）在很大概率上保持不变。
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1. 边际不相关，联合相关的变量不易被基于边际扫描的方法选出；

2. 先有文献对于迭代式扫描框架没有理论支撑；

3. 与LASSO，SCAD等惩罚方法结合的扫描算法过度依赖于参数的选取
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举例：S为子空间，{S!!!" , 𝑏" = 1… , 𝐵"，b# = 1… , 𝐵#}
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• 𝐵! (子空间的组数)
• 𝐵" (每组子空间内的大小)
• D (每个子空间大小的最大值)
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虚线框内为b"𝑡ℎ group of subspaces，{S!!!"}!"'"
("

LDA QDA KNN

… … …

𝑏# = 1,… , 𝐵#
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对该组b"𝑡ℎ group of subspaces，我们可以信息准测选择最优的一个S!!∗

LDA QDA KNN

… … …

𝑏# = 1,… , 𝐵#

b" = 1,… , 𝐵"
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LDA QDA KNN

… … …

𝑏# = 1,… , 𝐵#

b" = 1,… , 𝐵"

结合B𝟏 = 𝟑个弱分类器的最优子空间为
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Algorithm- Vanilla RaSE screening

Notation

• 子空间的分布为𝒟

• 子空间大小的最大值为D

• 初始步骤，从均匀分布{1, … , 𝐷}生成子空间大小d

• E.g. {𝑆!! ⊆ 𝑆#$%% 𝑆!! = 𝑑 }

注意：

• D=1时，RaSE等同于marginal screening procedure

• 对于交互项的识别非常有效
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Algorithm- Vanilla RaSE screening

𝑇ℎ𝑒 𝑠𝑒𝑙𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑒𝑎𝑐ℎ 𝑓𝑒𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒 C𝜂&
对各组子空间的optimal subset内含有的变量被挑选的次
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Algorithm- Vanilla RaSE screening

对 C𝜂&进行排序，选择前[𝛼𝐷/𝑐"']个变量，作为扫描后的子集IS(
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Algorithm-iterative RaSE screening

迭代式方法：

(1) 根据上一轮的选择概率 更新子空间分布𝒟[./"]

每个iteration t， 根据 J𝜂1
[.] (该值由K𝜂1

[.]构建 )建立层次多项分
布hierarchical restrictive multinomial distribution

(2) 在迭代结束后再进行变量扫描
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3.1 Sure Screening Property
Vanilla RaSE
Iterative RaSE

3.2 Rank Consistency
Vanilla RaSE

• RaSE的效果依赖于对Cr (the criterion), 𝐵! (子空间的组数), 𝐵" (每组子空间内的大小), D(子空间大小的最大值)
• 每次迭代的子空间分布可以通过，从被选中的𝐵! 子空间的大小的经验分布来决定D
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• 实验设定：重复200次
• 评价指标：

• MMS：5%, 25%, 50%, 75%, 95% quantiles of the minimum model size  (MMS) to include all signals
• Predication performance: 样本外测试集的预测效力

• 比较方法：
• SIS, ISIS, DC-SIS, 
• MDC-SIS: Martingale Difference Correlation 
• MV-SIS:  screening approach for discriminant analysis
• HOLP: high-dimensional ordinary least-square projection
• IPDC: interaction pursuit via distance correlation
• CIS: covariate information number

• 实验环境：R
• 实验预期：

• 变量筛选
• 模型拟合：

• 线性模型-最小化BIC / extened BIC (eBIC)
• 非线性模型-最小化交叉验证误差

• LOOCV MSE in KNN (k=5)
• 5-fold CV MSE SVM with RBF kernel径向基函数核

• 参数设置：
• B! = 200, B! = 20×[ 𝑛], D = [ 𝑛]

• All the codes used in numerical experiments can be found on GitHub (https://github.com/ytstat/RaSE-screening-codes).

高维数据中，由于维数较大导致计算量大、估计不稳定，因

此，2008年Chen和Chen在考虑了高维数据中未知参数的个

数和模型空间的复杂性在BIC基础上提出了EBIC（extended

bayesian information criterion），在一定程度上控制了变量

选择中的假阳率

Size of partitioned subsets
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• Example 1(from Fan and Lv 2008)

模型构造
• X的协方差非对角线元素为0.5
• x! 与余下𝑝 − 1个变量有关系，y和x!没有关系
• 将y投影至与 x"，x#，x$中任一垂直的空间后，与x!就有

关系

结果解读
1、 其他基于度量边际重要性的方法无法识别出 x!，如SIS
2、RaSE-BIC, RaSE-eBIC 表现比SIS好
3、加入迭代后，RaSE"-BIC, RaSE"-eBIC改善更多; 但是对large 
quantiles MMS有恶化风险，如- RaSE"-KNN
4、最佳- RaSE𝟏-eBIC
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• Example 1(from Fan and Lv 2008)

为了解不同𝑩𝟏𝑩𝟐,对结果的影响
• B"：100 to 1000, 步长100
• B#：1000 to 97，000, 步长6000

结果解读
• (B", B#) 越大，效果越好
• B# 较大时， B"的效果稳定
• B#增长时，效果连续变好--》足够的计算资源可以

保证RaSE算法的效果
• 即便在B# 较小时， RaSE𝟏-eBIC 表现仍然出色
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• Example 1(from Fan and Lv 2008)

为了解固定 𝑩𝟏 不同D,𝑩𝟐,对结果的影响
• B"：200
• B#：200 to 5000, 步长300
• D：2 to 40, 步长2

结果解读
• 𝐷 = 𝑛左右时，RaSE-BIC 表现稳定
• D， 𝐵# 只要不太小， ， RaSE"-BIC 非常稳健
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• Example 1(from Fan and Lv 2008)

计算时间比较
• B"：200
• B#：200 to 5000, 步长300
• D：2 to 40, 步长2

结果解读
• R𝒂𝑺𝑬由于要生成大量的子空间，消耗大量计算资

源
• 可以通过并行计算和好的设备弥补缺点
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• Example 2(Latent Cluster)

模型构造
• 不利于基于Pearson correlation的方法
• 如左图 y和𝑥"plot， 右图y和𝑥"& plot

结果解读
• 整体，KNN效果好
• 较小quantiles时（5%, 25% quantiles）SIS, MDC-SIS表

现好



4.Numerical Studies

RaSE: A Variable Screening Framework via Random Subspace Ensembles

• Example 2(Latent Cluster)

模型构造
• 不利于基于Pearson correlation的方法

结果解读
• 整体，KNN效果好
• 较小quantiles时（5%, 25% quantiles）SIS, MDC-SIS表

现好
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• Example 3 (Li, Zhong, and Zhu 2012)

模型构造
• 包含交互项x𝟏x𝟐

结果解读
• 由于交互项和示性函数的存在，基于线性模型的方

法，如SIS, ISIS, HOLP, RaSE with BIC, RaSE with eBIC
表现不佳

• CIS和RaSE"-KNN 在5%，25%， 50% quantiles 表现很
好

• RaSE-KNN ， RaSE-SVM在小quantiles下表现好
• 最好- RaSE𝟏-SVM （except for 95% quantiles）

DC-SIS
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• Example 4 (Interactions)

模型构造
• 甄别高阶交互项

结果解读
• Lower quantiles: RaSE-BIC, Rase-KNN, Rase-

SVM, RaSE𝟏-SVM , RaSE𝟏-KNN，IPDC, CIS表
现好

• RaSE framework可以有效识别高阶交互项
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• Example 5 (Gaussian mixture, Cannings and Samworth 2017)

模型构造
• 对基于边际相关性的方法不利；
• 唯一可以识别信号的方式是测量(𝑥!, 𝑥")

的联合分布



4.Numerical Studies

RaSE: A Variable Screening Framework via Random Subspace Ensembles

• Example 5 (Gaussian mixture, Cannings and Samworth 2017)

模型构造
• 对基于边际相关性的方法不利；
• 唯一可以识别信号的方式是测量(𝑥!, 𝑥")

的联合分布

结果解读
• SIRS, , RaSE𝟏-SVM , RaSE𝟏-KNN 效果很好
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• Example 6 (Multinomial logistic regression, Fan, Samworth, and Wu 2009)

模型构造
• 𝑥* 与y边际独立
• 𝑥!，𝑥", 𝑥+, 𝑥,都与 𝑥* 有关
• 基于边际扫描的方法理应捕捉不到 𝑥*
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• Example 6 (Multinomial logistic regression, Fan, Samworth, and Wu 2009)

模型构造
• 𝑥* 与y边际独立
• 基于边际扫描的方法理应捕捉不到 𝑥*

结果解读
• ISIS, , RaSE𝟏-BIC , RaSE𝟏-eBIC 效果很好
• 无迭代时,RaSE-BIC表现占优
• 与EX1相似的是，增加迭代可能导致large 

quantiles 的表现不好
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实验设计
• 变量筛选：以下为确定筛选个数的3种方法

• N = [𝑛/ log 𝑛] (Fan and Lv, 2008)
• N = [𝛼𝐷] for any 𝛼>1
• Data Driven Strategies: use validation set and post-screening 

validation MSE/ classification error to determine N
• 模型拟合：

• LASSO, kNN, SVM
• Train: test = 9:1
• 200 replications
• standardization

• Benchmarks: 全变量进行拟合LASSO, kNN, SVM
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• 【Colon Cancer Dataset】

数据描述
• 2000 genes measured on 62 patients
• Class 1-colon cancer-40
• Class 2- healthy-22
• Y是连续性

结果解读
• 最佳-RaSE-BIC with LASSO
• 对于LASSO迭代后，效果都有所提升
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• 【Colon Cancer Dataset】

比较筛选结果
• 选择TOP 10 选中的变量，计算选中概

率
• 注意到在不同方法下，前几个变量的选

中概率较高（100% or >50%）,说明结
果的可靠与稳定

• Gene1423
• Gene377
• gene1772
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• 【Rat Eye Expression Dataset】

数据描述
• Gene expression values of 18,796 probes 

from 120 rats
• TRIM32 is the response, which is responsible 

to cause Bardet-Biedl syndrome
• 本次使用样本方差最大的前5000个基因(n=120, 

p=5000)

结果解读
• SIS, ISIS, RaSE-BIC, RaSE-eBIC with 

LASSO 的效果相当(优于vanilla LASSO)
• RaSE-KNN with KNN, RaSE!-KNN with KNN 

优于 vanilla KNN
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• 【Rat Eye Expression Dataset】

比较筛选结果
• 选择TOP 10 选中的变量，计算选中概率
• 稳定筛选的几个变量

• 1376747_at
• 1390539_at
• 1377791_at
• 1383110_at
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SUMMARY
• 基于RaSE方法提出了一种变量扫描的框架，并结合BIC, eBIC等准则来比较子空间。注意到，与以往比较单一

变量不同的是，我们比较的是子空间，因此可以捕捉到与相应变量没有边际关系的真实信号。

• 此外，迭代式的RaSE screening 方法可以一定程度改善效果，并放松对于𝐵"的假设条件。在理论上，我们对
这两类框架都建立了sure screening property性质的证明。并证实vanilla RaSE具有筛选一致性。在信号较
弱的情况下，我们需要增大𝐵"来保证效果。

• 数值模拟和实证都验证了方法的可靠性。

METHOD
• RaSE的效果依赖于对Cr (the criterion), 𝐵! (子空间的组数), 𝐵" (每组子空间内的大小), D(每个子空间大小

的最大值)
• 每次迭代的子空间分布可以通过，从被选中的𝐵! 子空间的大小的经验分布来决定D

FUTURE WORK
• 探寻适应性的方法自主选择迭代次数T
• 在迭代中选择不同的 𝐵" 值，以加速算法
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Algorithm-iterative RaSE
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