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1.研究背景

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models (2011 Statistica Sinica)

半参数模型

• 半参数部分线性可加模型，
• 对于n个独立同分布的随机样本{ 𝑋!, 𝑍!, 𝑌! , … , 𝑋", 𝑍", 𝑌" }，其中
• X = (𝑋!, … , 𝑋#)$是参数部分， Z = (𝑍!, … , Z%)$是非参数部分， g!, … , 𝑔&是

某未知的光滑函数， 𝛽 = (𝛽!, … , 𝛽')是线性部分的参数，模型的随机扰动项
𝜀的条件均值为零，方差为𝜎(。此外为了非参数部分的可识别性，需要增加
假设E 𝑔) 𝑍) = 0 , k = 1,… , 𝐾

• 优点
• 降低过拟合风险
• 对参数部分的估计更有效

• 缺点
• 上述优点建立在模型被正确指定的基础上
• 与广义可加模型相比，多增加一步对于线性部分的识别(structure 

identification)

线性部分 非线性部分



1.研究背景

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models (2011 Statistica Sinica)

研究动机

传统变量选择

Best subset selection: 计
算成本极大

Stepwise selection: 选择
结果变动性较大

A SCAD-based variable selection procedure for APLM combining the spline approximation

Cox models-Fan and Li(2002)

Semi-parametric models- Li and Liang(2008)

Partially linear models with measurement errors-Li 
and Liang(2008)-单线性部分

基于SCAD 
penalty的变量选择

左述方法对于超高维问题不适用
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2.估计和变量选择过程

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

样条近似

• 半参数部分线性可加模型，
• 满足特定条件时, 非参数部分可以完全由样条函数逼近，本文中采用三次样条函数cubic splines

• 回顾 An Introduction to Statistical Learning： CH7 Moving beyond linearity

f!(𝑥) ≈&
"

𝑏#"𝐵#"(𝑥)



Regression Splines 样条回归
1） Piecewise Polynomials 分段多项式回归

An Introduction to Statistical Learning- Moving beyond linearity

• 动机：
• Fitting separate low-degree polynomials over different region of X to avoid fitting a high-

degree polynomial over entire range of X可理解为具有变系数的多项式回归
• 结点：

• 改变点称为knots，K个结点,即K+1个方程
• 自由度: (𝑑 + 1)×(𝐾 + 1)
• 实际举例：税法改革使相关支出的回归线会在法案生效时点发生变化

• 缺点：受异常点影响较大，需要加上额外的边界约束。
• 举例：一个三次多项式分段回归如下，但该回归不满足“平滑特性”,在结点处可能出

现断裂或跳跃（如右图）。

• 基函数,e.g. 结合了多项式和逐段线性回归的形式，即分段多项式回归



An Introduction to Statistical Learning- Moving beyond linearity

Regression Splines 样条回归
2） Constraints and Splines带约束的分段多项式回归=样条回归

• 样条是一个函数，由多项式构造的分段函数，并且在分段节点处要具有高度平滑的特性，即在分段结点处连续的导数。

• 性质：
• 样条函数具有连续性和光滑性；（在结点处的函数值、斜率上相同）

三次多项式分段回归 连续的三次多项式分段回归 三次样条回归 自然三次样条回归

• 结点处连续
• f 𝐶! = f 𝐶"

• 无约束 • 结点处连续且光滑
(一阶导与二阶导在节点处
连续)

• 结点处连续且光滑
• 边界线性-超出末端节

点之外的拟合是线性的

由于每个节点上有d个约束（从0到𝑑−1阶导数相等）, 最终自
由度是总自由度减去总约束度： (𝑑+1)×(𝐾+1)−K ×𝑑 = 𝐾+𝑑+1 自由度(𝑑+1)×(𝐾+1)



Smoothing Splines 平滑样条

An Introduction to Statistical Learning- Moving beyond linearity

• Goal:
• Find some function g(x) that makes RSS small: 𝑹𝑺𝑺 = ∑𝒊%𝟏𝒏 ( 𝒚𝒊 − 𝒈(𝒙𝒊))𝟐
• Guarantee g(x) is also smooth.

• Find the function g that minimizes: (加入光滑因子后的均方误差)

• Where 𝜆 is a nonnegative tuning parameter.(bias-variance tradeoff)
• 𝜆 =0, penalty term no effect, function g will be jumpy,
• 𝜆 → ∞ g will be smooth,
• 超参𝜆 ，用来衡量惩罚项的重要性占比，一般用n折交叉验证或留一交叉验证法来确定。

• ”Effective Degrees of Freedom”
• The number of free parameters is an inappropriate measure of model complexity due to 𝜆

how g fit the data well penalizes the variability in g

• 一阶导：该点曲线的斜率；
• 二阶导：斜率的变化率，即，惩
罚项即表示为函数曲线在该点的
平滑性。

• 二阶导的积分为：对区间t内，二
阶导数累积的变化情况，因此可
以用来衡量该段区间整体的平滑
性。

• 避免多项式样条估计的节点选择问题对光滑程度造成过多主观性影响，我们采用正则化手段，在自然三次样条中，引入光
滑参数𝜆对拟合的粗糙度变化进行惩罚。即假设我们样条函数为g(x),寻找一个光滑函数使得残差平方和最小



2.估计和变量选择过程

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

基于惩罚函数的变量选择 • 对模型复杂度和估计准确度的trade-off

方法 2012penGAM 2011APLMs

应用模型 非参数-广义可加模型 半参数-部分线性可加模型

模型表达式
Y) = 𝑐 +&

)%*

+

𝑓! 𝑥)
! + 𝜀) 𝑌 = X,𝛽 +&

-%*

.

𝑔-(𝑍-) + 𝜀,

惩罚项 Group LASSO：组间选择
基于对各组内特征对应系数的L2范数，达到组级别
上的稀疏性

SCAD：单变量选择-对称非凹函数
优点：可以处理奇异矩阵；连续进行压缩,无偏估计
缺点：速度慢; 高噪下表现不佳

惩罚项表达式
J 𝑓* = 𝜆! 𝑓* "

( + 𝜆(=(𝑓*++(𝑥))(𝑑𝑥

P 𝛽 =
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2 𝑎 − 1 , 𝑖𝑓𝜆 < |𝛽| ≤ 𝑎𝜆
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2
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2.估计和变量选择过程

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

基于惩罚函数的变量选择

• 对模型复杂度和估计准确度的trade-off

Solution path-LASSO

Solution path-SCAD(𝝀 = 𝟒)



2.估计和变量选择过程

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

基于惩罚函数的变量选择

• SCAD-一类软阈值算子
• Fan & Li, 2001 JASA, Variable Selection via Nonconcave Penalized Likelihood and its Oracle Properties



2.估计和变量选择过程

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

基于惩罚函数的变量选择 • 基于惩罚的目标函数的统一框架

惩罚项名称 惩罚项表达式

L-0 penalty 𝑝$! 𝛽% = 0.5𝜆%&𝐼{|𝛽%| ≠ 0}

Extend to a general case 

𝑝$! 𝛽% =
𝑛
2
3
%'(

)

𝜆%&𝐼{|𝛽%| ≠ 0}

AIC 𝜆% = 2/𝑛𝜎

BIC 𝜆% = log(𝑛)/𝑛𝜎

RIC 𝜆% = log(𝑑)/𝑛𝜎
𝐿" 𝑝𝑒𝑛𝑎𝑙𝑡𝑦Bridge 
regression

𝑝$! 𝛽% = 𝑞!(𝜆|𝛽%|*



3.理论分析

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

关于估计量的性质

• 线性部分的估计量 W𝛽是𝛽3 n一致估计, W𝛽- 𝛽3=𝑂4
!
"

• 非线性部分的估计量Zg趋近于真实值𝑔3的收敛速率小于 n（引理A. 4）



3.理论分析

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

关于变量筛选方法的性质

• 基于SCAD惩罚的变量筛选步骤可以有效识别真实重要变量



4.数值模拟

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

对比方法

• SCAD，LASSO，BIC指标进行变量筛选
• 其中SCAD和LASSO方法局部二次近似(Fan and Li(2001))和通过GCV进行协调参数的选取

比较指标

• C：线性部分中，5个真实零系数被压缩至0的个数（平均值）
• I：线性部分中，3个真实非零系数被错误压缩至0的个数（平均值）
• MRME：模型误差的相对中位数 (筛选后模型v.s. 全模型)

模型设定

• 𝛽 = (3,1.5,0,0,2,0,0,0)1，𝜎 = 1,3,5，X与𝜀独立,且X具有自相关结构𝑋0与𝑋,的自相关系数为𝜌|/6*|, 𝜌 = 0.5
• 𝑔! 𝑧 = 5 sin 4𝜋𝑧 , 𝑔( 𝑧 = 100{exp −3.25𝑧 − 4 exp −6.5𝑧 + 3exp(−9.75𝑧)}, 
• (i) 𝑔 𝑍 = 𝑔! 𝑍! ; 𝑖𝑖 𝑔 𝑍 = 𝑔( 𝑍( ; 𝑖𝑖𝑖 𝑔 𝑍 = 𝑔! 𝑍! + 𝑔( 𝑍( 这里𝑍!, 𝑍(相互独立并满足[0,1]内的均匀

分布
• 100次重复实验, n=60, 100, 200



4.数值模拟

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

结果与SCAD(2001)类似，零元素正确识别方面：BIC > SCAD > LASSO；非零元素正确识别方面：LASSO > SCAD >BIC



4.数值模拟

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

从模型误差角度，SCAD在样本量较大以及误差项方差较小时的表现较好，LASSO在样本量较小和误差方差较大时表现好



4.数值模拟

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

总体而言，SCAD和BIC在模拟中的表现接近，SCAD通过多选变量以减小预测误差，同时计算效率更快



5.实证分析

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

营养流行病学调查

• 研究问题：探究个人特点和饮食因素是如何影响血浆中的beta胡萝卜素
的浓度

• 数据集：一个营养流行病学数据集（Nierenberg et al.(1989)）
• http://lib.stat.cmu.edu/datasets/Plasma_Retinol

• 先前调查表明，膳食胡萝卜素以及女性是和beta胡萝卜素水平正相
关，而吸烟、BMI与其负相关。年龄因素并不显著

• 然而这些研究产生了一些相左的结论，并且仅依赖于普通的方差分
析或线性模型来进行。

• 线性模型：BMI，FIBER，GENDER，SMOKE3为统计意义上
显著的变量。

• 广义可加模型：由于beta胡萝卜素水平取log后与AGE，CHOL
呈现非线性关系，因此采用GAM拟合，检验确认

• 线性变量：BMI，CALORIES，FAT，FIBER，
ALCOHOL，BETADIET

• 非线性变量：AGE，CHOL
• 部分线性可加模型：检验全部变量中哪些应当被选入模型

变量名称 变量含义

BETA-CAROTENE Beta胡萝卜素
（因变量）

AGE 年龄

GENDER 性别

BMI 身体质量指数

CALORIES 每日摄入卡路里

FAT 每日摄入脂肪

FIBER 每日摄入纤维素

ALCOHOL 每周摄入酒精

CHOL 每日摄入胆固醇

BETADIET 每日生日膳食胡萝
卜素

SMOKE2 1-曾经吸烟
0-从未吸烟

SMOKE3 1-当前吸烟
0-从未吸烟



5.实证分析

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

营养流行病学调查

• 参数选取：
• 1.非线性部分确定cubic B-splines的结点个数，测试结点数量2-9时

给出最小相对均方误的结点：
• 2.SCAD，LASSO内的参数：广义交叉验证GCV选取

• 结果：

SCAD LASSO

AGE 2 5

CHOL 2 2

Best knots number



5.实证分析

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

营养流行病学调查

• 结果：

变量AGE和CHOL的确呈现明显的非线性趋势，验证了部分线性可加模型在此数据集上的适用性。



6.讨论

Estimation and variable selection for semiparametric additive partial linear models

方法上
• 性能：两阶段惩罚可以实现变量选择、模型估计
• 优势：

• (1) 避免迭代运算，缩短运算时间
• (2) 线性部分的估计量在一定条件下是渐近正态的

模拟上
不足：线性部分的表现通过对元素是否真实非零来评估，全模型拟合通过拟合的相对误差来比较
但是在真实模型构造中缺少非线性部分的干扰变量

拓展上
此类方法可以与Sparse additive model( Ravikumar et al. 2009))结合 , 但需要建立起方法的渐近性质。



Extended Topics: 如何区别非参数/参数部分

Separation of covariates into nonparametric and parametric parts in high-dimensional partially linear additive models（2015 Statistica Sinica）

• Double penalization based procedure: (Lian, et al. 2013)
• 核心思想：

• 惩罚项1:识别零元素
• 惩罚项2:识别参数元素

• 来源：
• Elastic net(Zou and Hastie(2005)), fused lasso(Tibshirani et al.(2005)), sparse group lass(Peng et al.(2010))等

• 亮点：
• 构造了一个regularized oracle estimator, 可以直接对特征的二阶导数压缩至零

对非零元素的惩罚项 对线性元素的惩罚项

𝝎𝟏,权重越大,零元素越多;
𝝎𝟐,权重越大,线性部分越多;



Extended Topics: 如何区别非参数/参数部分

Separation of covariates into nonparametric and parametric parts in high-dimensional partially linear additive models

• 参数选取
• 样条阶数spline order: q=4(cubic splines)
• 基函数个数number of basis: K =6 (策略是选择较大的K,以降低拟合误差，通过惩罚方式避免常见的过拟

合问题)
• 𝝀𝟏, 𝝀𝟐,通过eBIC选取(Chen and Chen (Biometrika, 2008))，可证明该方法选择的𝝀𝟏, 𝝀𝟐,可以正确识别非零

元素和线性元素



Extended Topics: 如何区别非参数/参数部分

Separation of covariates into nonparametric and parametric parts in high-dimensional partially linear additive models

• 求解过程：
• 局部二次近似LQA，Fan and Li(2001)：惩罚项可以由在初始点的泰勒展开来近似（省略无相关项后，目

标函数关于b是二次的，并且可以得到解析解）



Extended Topics: 如何区别非参数/参数部分

Separation of covariates into nonparametric and parametric parts in high-dimensional partially linear additive models

• 数值模拟

𝑓( 𝑥 = 5sin(2𝜋x) 𝑓& 𝑥 = 10𝑥(1 − 𝑥) 𝑓. 𝑥 = 3𝑥

𝑓/ 𝑥 = −2𝑥 𝑓% 𝑥 = 0, 𝑗 > 5𝑓0 𝑥 = 2𝑥

Cov 𝑋1%# , 𝑋1& = 0.5|%#!%$|

• N=50,100,200
• P=50,100,200
• 𝝈 = 𝟎. 𝟐, 𝟎. 𝟓

• 对比方法
• BIC-单惩罚项 non-adaptive lasso estimator
• EBIC-单惩罚项 non-adaptive lasso estimator
• BIC/BIC-双惩罚项-adaptive group lasso estimator
• EBIC/EBIC-双惩罚项-adaptive group lasso estimator
• BIC/EBIC-双惩罚项-adaptive group lasso estimator

BIC倾向选择更多非零元素(false positive)，eBIC由于加强惩罚可能会漏选非零元素(false negative)

The BIC proposed by Schwarz(1978) selects the model that minimizes,
Where Q𝜃 𝑠 is the maximum likelihood estimator of 𝜃 𝑠 and 𝛎 𝑠 is the 
number of components in s 

（eBIC）

EBIC-单惩罚项

EBIC-双惩罚项



Extended Topics: 如何区别非参数/参数部分

Separation of covariates into nonparametric and parametric parts in high-dimensional partially linear additive models

• 评价指标1-变量筛选结果

• 说明

• #N: 选中的非线性元素个数
• #NT: #N 中真实为非线性的个数
• #L: 选中的线性元素个数
• #LT：#L中真实为线性的个数
• （小字为标准差）

• 结果
• 单惩罚项-较难识别线性元素
• BIC-惩罚力度较小，假阳率较高
• eBIC-惩罚力度较大，假阴率较高

因此，如果第一个估计量使用BIC，第二估计量使用eBIC，便可以修正问题

Table 1: 变量筛选结果(n=100)



Extended Topics: 如何区别非参数/参数部分

Separation of covariates into nonparametric and parametric parts in high-dimensional partially linear additive models

• 评价指标2-模型拟合结果
• RMSE

• 说明
• Oracle: 真实模型
• Sparse Additive:  当𝝀𝟐 = 𝟎时的模型（没有区分线性

部分）

• 结果
• （1）与SA相比，对于非线性部分的估计都较为接

近；然而线性部分差异较大，文章提出的估计在
RMSE上的表现提升约30%-50%

• （2）估计结果的标准误比SA估计更小

因此，如果第一个估计量使用BIC，第二估计量使用eBIC，便可以修正问题

Table2: 根据前6项拟合结果的RMSE（n=100）



Separation of covariates into nonparametric and parametric parts in high-dimensional partially linear additive models

Summary

Single penalization Double penalization

性能 进行变量选择、模型估计 同时实现变量选择、线性部分的识别、模型估计

参数 通过广义交叉验证选取SCAD内的超参数 结合BIC，eBIC选取两个惩罚项的参数

`优势
（1）避免迭代运算，缩短运算时间
（2）线性部分的估计量在一定条件下是渐近正
态的

（1）自主识别线性部分
（2）理论上该方法以概率一可以讲线性/非线性部分
完美分离

`劣势 线性部分识别依赖于先验信息或预诊断信息 （1）求解过程使用的LQA方法无法获得精确零解

模拟 线性部分的表现通过对元素是否真实非零来评估，全模
型拟合通过拟合的相对误差来比较
但是在真实模型构造中缺少非线性部分的干扰变量

（1）n.P关系并未足够模拟超高维情况；
（2）对于自相关特征, 随机扰动项不同分布等复杂情
况并未探讨

拓展
此类方法可以与Sparse additive model( Ravikumar 
et al. 2009))结合 , 但需要建立起方法的渐近性质。

（1）无法得到精确零解，在其他单惩罚项的文献中
可以选择坐标下降类型方法代替；双惩罚项是个挑战
（2）拓展到quantile regression等
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