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7.1 Polynomial Regression多项式回归
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• 现实中，线性假设很可能不能满足实际需求，甚至直接违背实际情况。在第6、7章会介绍一些方法来弥补线性模型
的不足，通过降低模型的复杂度和估计量的方差来改善模型。但我们还可以通过另一种方式来改善模型，那就是改
变”线性假设”。

dataset
分段处理 全局多项式回归



7.1 Polynomial Regression多项式回归
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线性模型 非线性模型-多项式回归

优势 • 易于描述和实现
• 解释性能和推断理论更有优势

• 放松线性假设，且尽可能保证可解释性
• 随着变量的增加，可以拟合出异常极端变

化的曲线

劣势 • 预测效力较弱
• 降低可解释性，随着数据维度和多项式次

数的上升，方程也变得异常复杂
• 多重共线性

• 现实中，线性假设很可能不能满足实际需求，甚至直接违背实际情况。在第6、7章会介绍一些方法来弥补线性模型
的不足，通过降低模型的复杂度和估计量的方差来改善模型。但我们还可以通过另一种方式来改善模型，那就是改
变”线性假设”。接下来，我们介绍一些由线性假设下，扩展得到的其他模型。

多项式回归是一种通过增加自变量上的次数，而将数据映射到高维空间的方法，从而提高模型拟合复杂数据的效果。



7.1 Polynomial Regression 多项式回归
Wage & Age Non-Linear Relation 
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Let 𝑥! be the value of age , to predict wage: 通过分成[high/ low earners]处理为二分类变量
回归问题 分类问题



7.2 Step Functions 阶跃函数/piecewise linear regression 逐段线性回归
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• 过程：
• 将自变量X分成多区间，各组

• where I(·) is an indicator function that returns a 1 if the 
condition is true, and returns a 0 otherwise. 

• 用K个分割点生成K+1个新变量，且X必出现在其中某一区
间,则有

• 因此可用 作为预测变量建模

• 不论简单线性回归、多项式回归等都是具有全局性的结构。如不考虑全局性回归时，可以用到逐段线性回归。
• 最简单的分段回归应该就形如阶跃函数了，阶跃函数是使得连续变量离散化成有序分类变量的方法。

• 𝛽! can be interpreted as the mean value of Y for X＜ c"
• 𝛽# can represent the average increase in the response for X in

c# ≤ X ≤ c$%" relative to X < c&



7.2 Step Functions 阶跃函数/piecewise linear regression 逐段线性回归
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• 过程：
• 将自变量X分成多区间，各组

• where I(·) is an indicator function that returns a 1 if the 
condition is true, and returns a 0 otherwise. 

• 用K个分割点生成K+1个新变量，且X必出现在其中某一区
间,则有

• 因此可用 作为预测变量建模

• 不论简单线性回归、多项式回归等都是具有全局性的结构。如不考虑全局性回归时，可以用到逐段线性回归。
• 最简单的分段回归应该就形如阶跃函数了，阶跃函数是提供连续变量离散化成有序分类变量的方法。

• 关于分割点的选取类似分箱法：
• (1)等距：将X的取值范围分成等宽的箱
• (2)等量：将各区间包含相同数量的观测
• 注意：此处各箱互不重合

Precaution: unless there are natural breakpoints in the predictors, piecewise-constant functions can miss the action. 



7.3 Basis Functions 基函数
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• 基函数： 确定已知的：
• 多项式回归： 𝑏# 𝑥' = 𝑥&

#

• 分段回归：𝑏# 𝑥' = I 𝑐# ≤ 𝑥& < 𝑐#%"
• 其他：傅里叶序列、小波基

• 可以视为是以𝑏" 𝑥& , 𝑏( 𝑥& ,…, 𝑏) 𝑥& 为预测变量的标准线性模型
• 估计方法：least squares

• 前两种回归方式，都可以总结为是基底函数的特例。所谓的基底函数是不直接对X进行回归，而是用函数变化后的
b& 𝑥& 值进行回归，形如：



7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.1 Piecewise Polynomials 分段多项式回归
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• 动机：
• Fitting separate low-degree polynomials over different region of X to avoid fitting a high-

degree polynomial over entire range of
• 结点：

• 改变点称为knots，K个结点,即K+1个方程
• 自由度(𝑑 + 1)×(𝐾 + 1)：1条d阶多项式曲线的自由度是(d+1):𝛽! + 𝛽"𝑥 + ⋯+ 𝛽*𝑥*，

K个节点将空间分成K+1份,总自由度是(𝑑 + 1)×(𝐾 + 1)

• 由基底函数可知，基函数可以是任意的组合形式，接下来介绍一种基函数是结合了多项式和逐段线性回归的形式，即分段
多项式回归



7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.1 Piecewise Polynomials 分段多项式回归
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• 动机：
• Fitting separate low-degree polynomials over different region of X to avoid fitting a high-

degree polynomial over entire range of X可理解为具有变系数的多项式回归
• 结点：

• 改变点称为knots，K个结点,即K+1个方程
• 自由度: (𝑑 + 1)×(𝐾 + 1)
• 实际举例：税法改革使相关支出的回归线会在法案生效时点发生变化

• 缺点：受异常点影响较大，需要加上额外的边界约束。
• 举例：一个三次多项式分段回归如下，但该回归不满足“平滑特性”,在结点处可能出

现断裂或跳跃（如右图）。

• 由基底函数可知，基函数可以是任意的组合形式，接下来介绍一种基函数是结合了多项式和逐段线性回归的形式，即分段
多项式回归



An Introduction to Statistical Learning- Moving beyond linearity

7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.2 Constraints and Splines带约束的分段多项式回归=样条回归

• 样条是一个函数，由多项式构造的分段函数，并且在分段节点处要具有高度平滑的特性，即在分段结点处连续的导数。

• 性质：
• 样条函数具有连续性和光滑性；（在结点处的函数值、斜率上相同）

三次多项式分段回归 连续的三次多项式分段回归 三次样条回归 自然三次样条回归

• 结点处连续
• f 𝐶! = f 𝐶"

• 无约束 • 结点处连续且光滑
(一阶导与二阶导在节点处
连续)

• 结点处连续且光滑
• 边界线性-超出末端节

点之外的拟合是线性的

由于每个节点上有d个约束（从0到𝑑−1阶导数相等）, 最终自
由度是总自由度减去总约束度： (𝑑+1)×(𝐾+1)−K ×𝑑 = 𝐾+𝑑+1 自由度(𝑑+1)×(𝐾+1)



7.4 Regression Splines 样条回归
关于自然三次样条回归的补充说明
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7.4 Regression Splines 样条回归
关于自然三次样条回归的补充说明
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7.4 Regression Splines 样条回归
关于自然三次样条回归的补充说明
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通过增加约束条件实现：连续函数→光滑函数
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7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.2 Constraints and Splines带约束的分段多项式回归=样条回归

• 样条是一个函数，由多项式构造的分段函数，并且在分段节点处要具有高度平滑的特性，即在分段结点处连续的导数。

• 历史来源：
• 在船体数学放样或飞机外形设计中，人们借助细长的木质样条和压铁，绘制所需曲线，这就是样条曲线。
• 材料力学视角：

• 木质样条=弹性梁，压铁作用点=集中载荷作用点，样条曲线=集中载荷作用下的细梁挠度曲线或弹性曲线。
• 小挠度的弹性曲线，在数学上是分段三次多项式，集中载荷作用点即为节点。

• 计算机图形学视角：
• Bezier曲线, Bezier曲面,

• 种类举例：
• 三次样条
• B-样条
• 自然样条
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B样条基函数

通过正方形内切画圆
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• 左上：
• 三次多项式分段回归
• 结点处出现跳跃，自由度为(3+1)(1+1)=8

• 右上：
• [连续的]三次多项式分段回归
• 在函数值、斜率上相同
• 左上基础上增加“结点处连续”的条件；
• 但仍呈现不自然的V-shape

• 左下：
• 三次样条回归（cubic spline）
• 在函数值、斜率上相同；最高为三次项
• 使用K个结点, 4+K个自由度
• 在左上基础上增加两个限制条件，使其变成样条回归：

• 结点处连续（add一阶可导条件）
• 结点处光滑（add二阶可导条件）

• 当前自由度为8-3=5，(放松自由度：方程连续性、一阶连续、
二阶连续)

• 右下：
• 逐段线性样条回归（linear spline）
• 在函数值上相同；最高为一次项
• 保证各个结点在d-1阶导数都具有连续性

三次多项式分段回归 三次多项式分段回归（连续）

三次样条回归（连续+光滑）

1

2
线性样条回归（连续）

7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.2 Constraints and Splines从分段多项式到样条回归
1）节点已知的情况



7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.3 The Spline Basis Representation

An Introduction to Statistical Learning- Moving beyond linearity

• 三次样条回归模型Cubic Splines

• 三次样条下，基函数b()也有非常多的选择，最直接的
方法就是对𝑋, 𝑋(, 𝑋+ , ℎ 𝑋, 𝜉" , … ℎ 𝑋, 𝜉, 进行拟合，其
中𝜉,是结点

• 对公式的理解：类似虚拟变量，在结点后发生突变



7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.3 The Spline Basis Representation
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• 三次样条回归模型Cubic Splines

A cubic spline with K knots has K+4 degrees of freedom.



7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.3 The Spline Basis Representation
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• 线性样条回归模型Linear Splines

A natural spline with K knots has K degrees of freedom.



7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.3 The Spline Basis Representation

An Introduction to Statistical Learning- Moving beyond linearity

• 自然三次样条回归Natural Cubic Splines

• 为了解决B样条回归的边界预测误差大的问题，统计学家们又在
B样条回归增加约束，这种回归成为自然样条回归，R中对应函
数是ns()；

• 通过上图的对比，红色为自然样条回归，蓝色为B样条回归，红
色的虚线间距比蓝色的虚线间距窄，尤其是在age的两端，表明
自然回归在age的边界处得到的结果更加稳健。



7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.4 Choosing the Number and Locations of the Knots
2）节点数量位置未知的情况
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确定结点的个数与位置：
• （1）一种方法是构建连续型等距测量：在变化相对稳定的区间设置尽量少的结点，在变化相对快速的地方设置

尽量多的结点。尽量让每个结点区间内的变量趋于均匀分布。
• （2）另一种方法是设置自由度，根据算法自动跑出最优的结点位置。自由度的个数可以结合交叉验证来验证。

• As in Figure 7.4, we have fit a natural cubic spline with three knots, except this time the knot locations were chosen automatically as 
the 25th, 50th, and 75th percentiles natural spline of age. 



7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.4 Choosing the Number and Locations of the Knots
2）节点数量位置未知的情况
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• Decide the number of knots:
• Cross-validation: find the K which gives the smallest RSS.



7.4 Regression Splines 样条回归
7.4.5 Comparison to Polynomial Regression样条回归与多项式回归的比较
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• 多项式回归Polynomials :
• 多项式回归则可能需要更多的次数(e.g. 𝒙𝟏𝟓)

• 样条回归Splines :
• 由于样条有结点的帮助，所以在变动很大的数据背景下，仍然可以保证多项式的次数较小。
• Keep the degree fixed, introduce flexibility by increasing the number of knots



7.5 Smoothing Splines 光滑样条
7.5.1 An Overview of Smoothing Splines

An Introduction to Statistical Learning- Moving beyond linearity

• Goal:
• Find some function g(x) that makes RSS small: 𝑹𝑺𝑺 = ∑𝒊%𝟏𝒏 ( 𝒚𝒊 − 𝒈(𝒙𝒊))𝟐
• Guarantee g(x) is also smooth.

• Find the function g that minimizes: (加入光滑因子后的均方误差)

how g fit the data well penalizes the variability in g

• 避免多项式样条估计的节点选择问题对光滑程度造成过多主观性影响，我们采用Ch6正则化手段，在自然三次样条中，引入
光滑参数𝜆对拟合的粗糙度变化进行惩罚。即假设我们样条函数为g(x),寻找一个光滑函数使得残差平方和最小



7.5 Smoothing Splines 平滑样条
7.5.1 An Overview of Smoothing Splines
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• Goal:
• Find some function g(x) that makes RSS small: 𝑹𝑺𝑺 = ∑𝒊%𝟏𝒏 ( 𝒚𝒊 − 𝒈(𝒙𝒊))𝟐
• Guarantee g(x) is also smooth.

• Find the function g that minimizes: (加入光滑因子后的均方误差)

• Where 𝜆 is a nonnegative tuning parameter.(bias-variance tradeoff)
• 𝜆 =0, penalty term no effect, function g will be jumpy,
• 𝜆 → ∞ g will be smooth,
• 超参𝜆，用来衡量惩罚项的重要性占比，一般用n折交叉验证或留一交叉验证法来确定。

• ”Effective Degrees of Freedom”
• The number of free parameters is an inappropriate measure of model complexity due to 𝜆

how g fit the data well penalizes the variability in g

• 一阶导：该点曲线的斜率；
• 二阶导：斜率的变化率，即，惩
罚项即表示为函数曲线在该点的
平滑性。

• 二阶导的积分为：对区间t内，二
阶导数累积的变化情况，因此可
以用来衡量该段区间整体的平滑
性。

• 避免多项式样条估计的节点选择问题对光滑程度造成过多主观性影响，我们采用Ch6正则化手段，在自然三次样条中，引入
光滑参数𝜆对拟合的粗糙度变化进行惩罚。即假设我们样条函数为g(x),寻找一个光滑函数使得残差平方和最小



7.5 Smoothing Splines 平滑样条
7.5.1 An Overview of Smoothing Splines
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• Lambda与MSE的关系



7.5 Smoothing Splines 平滑样条
7.5.1 An Overview of Smoothing Splines
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• Goal:
• Find some function g(x) that makes RSS small: 𝑹𝑺𝑺 = ∑𝒊%𝟏𝒏 ( 𝒚𝒊 − 𝒈(𝒙𝒊))𝟐
• Guarantee g(x) is also smooth.

• Find the function g that minimizes: (加入光滑因子后的均方误差)

• Where 𝜆 is a nonnegative tuning parameter.(bias-variance tradeoff)
• 𝜆 =0, penalty term no effect, function g will be jumpy,
• 𝜆 → ∞ g will be smooth,

• ”Effective Degrees of Freedom”
• The number of free parameters is an inappropriate measure of model complexity due to 𝜆

how g fit the data well penalizes the variability in g



7.5 Smoothing Splines 平滑样条
7.5.2 Choosing the Smoothing Parameter 𝝀
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平滑矩阵𝑆( =
𝑠)) ⋯ s)*
⋮ ⋱ ⋮
𝑠*) ⋯ 𝑠**

5y = 𝑆𝑦



7.5 Smoothing Splines 平滑样条
7.5.2 Choosing the Smoothing Parameter 𝝀
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Delete the i-th row and column,
renormalize the rows to sum to one



局部平滑法
Local SmoothingPART 2



h h
7.6 Local Regresssion 局部回归
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• 对x邻域内的样本做加权平均得到y的sample mean，用来估计未知的回归方程。
• 带宽的选择对估计的影响非常大

• Rule of thumb、 Pulg-in、最小二乘交叉验证法



X! X!
Focal point

7.6 Local Regresssion 局部回归
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• 为了实现局部回归，有许多重要步骤需要确定：
• -加权函数K
• -局部回归的模型：线性／二次／还是常数等，模型

估计方法：加权最小二乘法(WLS)
• 对“局部”的定义-最近邻bin，如何确定x!点邻近范围

s。范围s的值越小，每次拟合的数据区间越小，并
且到下一个拟合点到距离也越小。
• 交叉验证的方法来确定s
• 或者人为设定一个值

• Goal: “总残差平方和 ”最小

• 局部回归是另一种拟合非线性模型的方法，它对于窗内的每个点都予以不同的权重，有效降低异常值的影响。



7.6 Local Regresssion 局部回归
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• Nadaraya-Watson 核估计/局部常数核回归方法
• 用常数r来对回归函数𝑟̂(𝑥)进行估计



7.6 Local Regresssion 局部回归
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• 局部多项式回归方法
• 用多项式来对回归函数𝑟̂(𝑥)进行估计



7.6 Local Regresssion 局部回归
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• 局部多项式回归方法
• 用多项式来对回归函数𝑟̂(𝑥)进行估计



7.6 Local Regresssion 局部回归
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• 局部回归是另一种拟合非线性模型的方法，它对于窗内的每个点都予以不同的权重，有效降低异常值的影响。

1）最简单的局部模型

• 缺点：估计结果非连续

2）Nadaraya-Watson 核估计(NW)

• 引用核估计方法，将local average模
型进行改造，当K是连续时，f即为
连续的。

• 其局部性参数h可以通过交叉验证的
方式计算得到。

• 不过当x不是均匀分布的时候，该方
法将产生偏倚

3）LOWESS

• 局部加权回归散点平滑法
（ locally weighted scatterplot 
smoothing ）

• 结合参数和非参数模型的方法，
通过对局部进行线性/二次拟合,
来解决NW的缺点

• New-new



7.6 Local Regresssion 局部回归
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7.7 Generalized Additive Model 广义可加模型
7.7.1 GAMs for Regression Problems
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• 之所以是“相加性”的，是因为我们对于每个变量X$都单
独计算f#, f#,可以是任意形式的函数，最后统一加起来用
来预测Y

• GAMs的优缺点：
• 可以引入非线性函数f#,(可用样条/局部多项式回归)
• 非线性可能使得对Y预测地更准确
• 因为是“相加性”的，所以线性模型的假设检验方法

仍然可以使用
• 因为是“相加性的”，GAMs中可能会缺失重要的交互

作用X$×X)，只能通过手动添加交互项来补充

• 前面，我们已经介绍了一些方法，作为简单线性模型的扩展。这些方法可以归纳为广义相加模型(GAMs)的框架里，形如



7.7 Generalized Additive Model 广义可加模型
7.7.2 GAMs for Classification Problems
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GAMs can also be used in situations where Y is 
qualitative 



Summary-非参数方法

An Introduction to Statistical Learning- Moving beyond linearity

v Motivation:如何表征复杂数据的特征？
v Idea:不预先设定模型的具体形式和误差分布，让数据告诉真实的函数形式。

v (1)分段处理
v 等距/等量/实际意义/

v (2)局部平滑-(无权/带权)
v (3)全局平滑

v Realization:基函数
v 从一般到特殊

v 多项式回归
v 阶跃函数

v 分段多项式样条估计法
v 约束条件
v 确定元素：1、多项式阶次；2、分段结点数量位置

v 光滑样条估计法 min”Loss + Penalty”
v 局部多项式估计法
v 核回归估计法

v Model: GAM
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Summary-非参数方法
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优点 缺点
多项式样条估计 • 全局估计方法；

• 多项式技巧的有用推广；
• 适应于样本较多的异常值情况

• 节点选择，有较大主观性，若过
多会造成过拟合；

• 全局则需考虑边界修正问题

光滑样条估计 • 对多项式样条的修正方法，使得节点
选择没有光滑参数𝜆的选取重要；

• 计算有效
• Kernel变体

局部多项式估计 • 局部估计，无需考虑边界修正；
• 可用于异常值数据
• Kernel变体

• 受到异常值影响大-修正见
LOWESE/Robust Regression
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